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CHƯƠNG III. SỨC BỀN VẬT LIỆU

Bài 7. MỞ ĐẦU

I. Các khái niệm cơ bản về sức bền vật liệu
1. Nhiệm vụ – Đối tượng nghiên cứu của môn học

Nhiệm vụ
Cơ học vật rắn biến dạng nghiên cứu các hình thức biến dạng của vật rắn

dưới tác dụng của lực. Từ đó đưa ra phương pháp tính toán thiết kế sao cho mỗi cơ
cấu hoặc chi tiết máy đảm bảo an toàn và đạt hiệu quả kinh tế cao.

Khi thiết kế các công trình hoặc các chi tiết máy phải đảm bảo:
- Bền: Chi tiết không bị phá hủy
- Cứng: Chi tiết không bị biến dạng quá lớn
- Điều kiện ổn định: Chi tiết luôn giữ được hình dạng cân bằng ban đầu.

Đối tượng nghiên cứu của môn học là vật rắn biến dạng mà chủ yếu là các
thanh

2. Các khái niệm về thanh
Thanh là vật thể có kích thước theo một phương rất lớn so với hai phương

kia.

Nói cách khác, thanh là một vật thể được tạo ra do một hình phẳng F có tiết
diện là hình tròn, hình chữ nhật v.v… di chuyển trong không gian sao cho trọng tâm
C của nó luôn luôn ở trên một đường cong nhất định và F luôn luôn vuông góc với
đường cong đó.

- Trục thanh là quỹ đạo của trọng tâm C
- F gọi là mặt cắt ngang (hay tiết diện) của thanh
- Nếu trục thanh là đường thẳng: thanh thẳng
- Nếu trục thanh là đường cong: thanh cong

3. Các giả thiết về vật liệu
Trong tính toán, thiết kế với vật thể thật, nếu xét đến mọi tính chất thật của

vật liệu thì bài toán sẽ rất phức tạp. Để quá trình suy luận hay tính toán được đơn
giản mà vẫn đảm bảo được độ chính xác cần thiết ta phải lược bỏ nhiều yếu tố và

F
F
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chỉ giữ lại những tính chất cơ bản quyết định đến chất lượng của chi tiết hay công
trình, tức là đưa ra các giả thuyết về vật liệu.

a. Giả thuyết 1
Vật liệu có tính liên tục, đồng tính và đẳng hướng:
+ Liên tục: Vật liệu có thể tích đồng đều, không có khe hở
+ Đồng tính: Tính chất cơ lý của vật liệu ở mọi nơi trong vật thể đều giống

nhau.

+ Đẳng hướng: Tính chất cơ lý của vật liệu quanh một điểm bất kỳ và theo
mọi phương đều như nhau

b. Giả thuyết 2
Vật liệu có tính đàn hồi tuyệt đối.
+ Khi có lực tác dụng thì vật thể bị biến dạng.
+ Khi bỏ lực tác dụng thì vật thể trở lại hình dạng và kích thước ban đầu

của nó, tuy còn biến dạng dư nhưng chúng được coi là nhỏ, ta có thể bỏ qua.
c. Giả thuyết 3

Vật liệu tuân theo định luật Hooke:
“ Biến dạng của vật liệu tỷ lệ bậc nhất với lực gây ra biến dạng đó”

P = C.∆l   (C: là hệ số biến dạng)

II. Nội lực - ứng suất
1. Nội lực
Khi có ngoại lực tác dụng, vật thể bị biến dạng, các lực liên kết giữa các phân tố

của vật tăng lên để chống lại sự biến dạng đó. Độ tăng của lực liên kết được gọi là nội
lực.

Nếu ngoại lực tăng thì nội lực cũng tăng theo để cân bằng với ngoại lực. Tùy
từng loại vật liệu, nội lực chỉ tăng đến một giới hạn nhất định. Khi ngoại lực quá lớn,
nội lực không đủ sức chống lại, vật liệu sẽ bị phá hủy.
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Để xác định nội lực người ta dùng phương pháp mặt cắt. Tưởng tượng dùng mặt
cắt (π) cắt vật thể làm hai phần A và B. Xét riêng một phần (giả sử phần A). Sở dĩ
phần A cân bằng được là nhờ có hệ nội lực của phần B tác dụng lên phần A, hệ nội lực
này phân bố trên toàn mặt cắt. Quy luật phân bố của hệ nội lực này chưa xác định
được nhưng nếu thu gọn về tâm C ta sẽ được một véctơ chính R


và mômen chính M .

Trị số của N và M sẽ xác định được qua các phương trình cân bằng tĩnh học,

2. Ứng suất
Ứng suất là trị số của nội lực trên một đơn vị diện tích mặt cắt. Ký hiệu: p

Đơn vị (thường dùng) của ứng suất: N/m2

Ứng suất p nói chung không vuông góc với mặt cắt nên ta có thể chia p làm hai
thành phần:

- Thành phần vuông góc với mặt cắt gọi là ứng suất pháp: ký hiệu σ chủ
yếu gây biến dạng dọc.

- Thành phần nằm trong mặt cắt gọi là ứng suất tiếp. Ký hiệu  chủ yếu
gây biến dạng trượt.

3. Trạng thái ứng suất
Nếu qua C xét các mặt khác nhau thì tương ứng với mỗi vị trí của mặt cắt ta được

một véc tơ p có giá trị khác nhau. Tập hợp mọi ứng suất p với tất cả các mặt cắt qua C
được gọi là trạng thái ứng suất.

Người ta đã chứng minh được qua một điểm ta luôn tìm được ba mặt cắt vuông
góc với nhau. Trên ba mặt cắt đó thành phần ứng suất tiếp bằng 0. Các mặt cắt đó
được gọi là mặt cắt chính, ứng suất trên mặt cắt chính gọi là ứng suất chính.
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Đối với ba mặt chính, xảy ra ba trường hợp:

- Trạng thái ứng suất đơn: Trên một mặt chính có ứng suất pháp. Trên hai
mặt còn lại ứng suất pháp bằng 0.

- Trạng thái ứng suất phẳng: Trên hai mặt chính có ứng suất pháp. Trên
một mặt chính còn lại ứng suất pháp bằng 0

- Trạng thái ứng suất khối: Trên ba mặt chính đều có ứng suất pháp
4. Các thành phần nội lực trên mặt cắt ngang
Muốn xác định nội lực ta dùng phương pháp mặt cắt (đã trình bày ở mục I) .
Giả sử xét sự cân bằng của phần phải. Thu gọn hệ nội lực đặc trưng cho tác dụng

của phần trái lên phần phải về trọng tâm O của mặt cắt ngang, ta sẽ được một véctơ
chính R


và mômen chính M

- Phân R


làm ba thành phần trên hệ trục tọa độ vuông góc.

+ Thành phần nằm trên trục z gọi là lực dọc. Ký hiệu: zN


+ Thành phần nằm trên các trục x và y trong mặt cắt ngang gọi là lực cắt.
Ký hiệu: yx Q,Q



- M cũng được phân làm ba thành phần.
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+ Thành phần mômen quay xung quanh các trục x,y (tác dụng trong các
mặt phẳng zOy và zOx vuông góc với các mặt cắt ngang) gọi là mômen uốn.
Ký hiệu: Mx và My.

+ Thành phần mômen quay xung quanh quanh trục z ( tác dụng trong
mặt phẳng của mặt cắt ngang ) gọi là mômen xoắn phẳng của mặt. Ký hiệu Mz.

+ Nz, Qx, Qy, Mz, Mx, My là sáu thành phần nội lực trên mặt cắt ngang.
Từ điều kiện cân bằng tĩnh học, sáu thành phần nội lực trên sẽ được xác định.
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Bài 8.  KÉO - NÉN ĐÚNG TÂM

I. Lực dọc – biểu đồ lực dọc

1. Định nghĩa
Một thanh chịu kéo (nén) đúng tâm khi trên mặt cắt ngang của thanh chỉ có một

thành phần nội lực là lực dọc nằm trên trục thanh.
Ví dụ: Dây cáp cần trục (chịu kéo), thân bulông, khi xiết đai ốc (chịu kéo), cột

điện, ống khói, đầu búa (chịu nén).

2. Biểu đồ lực dọc (biểu đồ nội lực)
Nội lực trong thanh chịu kéo (nén) là lực dọc Nz vuông góc với mặt cắt.
- Biểu đồ lực dọc là đồ thị biểu diễn sự biến thiên của lực dọc tại mọi mặt cắt

ngang dọc theo thanh.
- Qui ước dấu:

+  Lực dọc dương khi thanh chịu kéo.
+  Lực dọc âm khi thanh chịu nén.

Ví dụ:
Vẽ biểu đồ lực dọc của thanh chịu lực như hình vẽ. Biết P1 = 10KN, P2 = 18
KN, P3 = 8 KN

P P P P

Kéo NénNz > 0 Nz < 0

P3
P2

P1

P1

Nz1

1

1 2

Nz2 P3

2

8 KN

10KN
+

-
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Để vẽ biểu đồ ta chia thành làm hai đoạn AB và BC

- Xét đoạn AB: Dùng mặt cắt 1 – 1, khảo sát sự cân bằng bên trái, ta có:

Nz1 – P1 = 0 ⇒ Nz1 = P1 = 10 KN

Khi mặt cắt 1 – 1 biến thiên trong đoạn AB, lực dọc Nz1 không đổi và
bằng 10KN

- Xét đoạn BC:  Dùng mặt cắt 2 – 2 khảo sát sự cân bằng bên phải, ta có:

Nz2 – P3 = 0 ⇒ Nz2 = P3 = 8 KN

Khi mặt cắt 2 – 2 biến thiên trong đoạn BC, lực dọc Nz2 không đổi và
bằng 8 KN

Biểu đồ lực dọc trên suốt chiều dài thanh được biểu diễn như trên hình
vẽ. Hoành độ biểu diễn trục thanh, tung độ biểu diễn lực dọc tương ứng với mặt
cắt trên trục của thanh.

II. Ứng suất – biến dạng trong kéo (nén)
1.Ứng suất
Khảo sát biến dạng một thanh chịu lực kéo đúng tâm.
Nếu coi biến dạng xảy ra bên trong thanh cũng như biến dạng quan sát được trên

mặt ngoài của thanh. Người ta đưa ra một số giả thuyết làm cơ sở để tính toán. Từ đó
nhận thấy nội lực phân bố trên mặt cắt ngang của thanh phải có phương song song với
trục của thanh. Như vậy trên mặt cắt ngang thanh chỉ có ứng suất pháp.

Giả thiết nội lực phân bố đều trên mặt cắt ngang tức ứng suất tại mọi điểm trên
mặt cắt đều có trị số bằng nhau thì hợp lực của hệ nội lực là lực dọc Nz.

Nz = σF ⇒
F

Nσ z=

Tổng quát:
F

Nz±=σ (N/m2)

Nz : giá trị tuyệt đối của lực dọc tại mặt cắt tính ứng suất (N)
F : diện tích mặt cắt ngang thanh (m2)

σ lấy dấu (+) nếu nội lực là lực kéo

σ lấy dấu (–) nếu nội lực là lực nén

2. Biến dạng

l

l1

P P



Khoa Cơ khí – Trường Cao đẳng Kỹ thuật Lý Tự Trọng

66

Gọi l là chiều dài ban đầu của thanh, khi chịu kéo thanh dài ra một đoạn
∆l. Ngược lại khi chịu nén thanh co lại. Ta có ∆l là biến dạng dọc tuyệt đối.  Ký
hiệu ∆l.

- Biến dạng dọc tuyệt đối của thanh ∆l = l1 – l (m)

- Biến dạng dọc tỉ đối (tương đối)
l

l∆= (hư số)

Định luật Hooke về kéo (nén)
Khi lực tác dụng chưa vượt quá một giới hạn nhất định thì biến dạng dọc

tuyệt đối tỷ lệ thuận với lực tác dụng.

( )m
EF

lNΔl z±=

Nz: Trị số của lực dọc (N)
L : Chiều dài thanh (m)

E : môđun đàn hồi của vật liệu (N/m2) - đặc trưng cho khả năng chống
lại biến dạng kéo (nén) của vật liệu.

Ethép : (2.1011 ÷ 2,1.1011) N/m2

Ethép : (1,15.1011 ÷ 1,6.1011) N/m2

F : diện tích mặt cắt ngang (m2)

Dấu của ∆l:

∆l có dấu (+) khi Nz là lực kéo (thanh bị dãn)

∆l có dấu (–) khi Nz là lực nén (thanh bị co)
* Ví dụ: Thanh thép chịu lực P1 = 20KN, P2 = 40KN, P = 10KN và có mặt cắt ngang
không đổi F = 10cm2. Kích thước dọc cho trên hình vẽ.

a. Vẽ biểu đồ nội lực.
b. Tính ứng suất trong những đoạn thanh
c. Tìm biến dạng dọc tuyệt đối của thanh? Cho E = 2.1010 N/m2

.

P3 P2 P1

ABCD

1m 1m 2m

–

30 KN
20 KN

20 KN

+
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a – Vẽ biểu đồ nội lực: Chia thanh làm 3 đoạn AB, BC, CD

Dùng phương pháp mặt cắt, tính nội lực từng đoạn

– Đoạn AB : 20KNPN 1z1
−=−=

– Đoạn BC : 20KNPPN 21z2
=+−=

– Đoạn CD : 30KNPPPN 321z3
=++−=

b – Tính ứng suất trong từng đoạn thanh

– Đoạn AB : 22z
1 MN/m20KN/cm2

20

20

F

N
σ 1 −=−=−==

– Đoạn BC : 22z
2 MN/m20KN/cm2

20

20

F

N
σ 2 ====

– Đoạn CD : 22z
3 MN/m30KN/cm3

10

30

F

N
σ 3 ====

c – Tính biến dạng dọc tuyệt đối của thanh
Theo định luật Hooke:

m.105,1
.10.102.10

.130.10Δl

m10
.10.102.10

.120.10Δl

m2.10
.10.102.10

.220.10-Δl
EF

lNΔl

3
44

3-

CD

3
44

3-

BC

3
44

-3

AB
z

−
−

−
−

−
−

==

==

−==⇒±=

m0,5.101,5.10102.10ΔlΔlΔlΔl 3333
CDBCABAD

−−−− =++−=++=

Kết luận: Thanh bị dãn 0,5.10 – 3 m

III. Tính chất cơ học của vật liệu
1. Tính chất cơ học của vật liệu
Để sử dụng vật liệu được hợp ly, ta cần biết tính chất cơ học của vật liệu bằng

cách tiến hành các thí nghiệm trên các mẫu thử qui định
Thí nghiệm kéo (nén) vật liệu dẻo: Thép, đồng, nhôm v.v. . .

a. Kéo vật liệu dẻo
Vật liệu có 3 giai đoạn biến dạng chính.
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- Giai đoạn thứ nhất: Giai đoạn tỷ lệ (hay giai đoạn đàn hồi). Vật liệu có
tính đàn hồi và tuân theo qui luật Hooke  (biểu diễn bởi đoạn thẳng OA trên
biểu đồ kéo). Gọi Ptl là lực lớn nhất cuối giai đoạn này và Fo là diện tích mặt cắt
ban đầu của mẫu thử ta có:

o

tl
tl F

P
σ =

Ứng suất σtl gọi là giới hạn tỷ lệ hay giới hạn đàn hồi.
- Giai đoạn thứ hai: Giai đoạn chảy dẻo. Biến dạng đồng biến với lực

chút ít, rồi tăng rõ rệt trong khi lực không đổi (đoạn nằm ngang có trên biểu đồ
kéo). Lực kéo ứng với giai đoạn này được ký hiệu là Pch.

Ứng suất
o

ch
ch F

P
σ = được gọi là giới hạn chảy (dẻo)

- Giai đoạn thứ ba: Vật liệu bắt đầu chống đối với lực, nhưng khi lực đạt
tới trị số cực đại Pb thì có một chỗ nào đó trên mẫu thử bị thắt lại, sau đó biến
dạng tiếp tục nhưng nghịch biến với lực, cho đến khi đứt.

Ứng suất cực đại:
o

b
b F

Pσ = được gọi là giới hạn bền.

Giới hạn đàn hồi σtl , giới hạn chảy σch và giới hạn bền σb là những đại lượng
đặc trưng cho tính đàn hồi, tính dẻo và tính bền của vật liệu, là ba trong những tính
chất cơ học quan trọng của vật liệu.

b. Nén vật liệu dẻo
Vật liệu dẻo khi chịu nén cũng có giới hạn tỷ lệ, giới hạn chảy nhưng

không có giới hạn bền vì càng nén mẫu thử càng dẹp.

Ptl

O

Pb

A

Pch

Biểu đồ kéo vật liệu dẻo

∆l

P

Pch

Ptl
A

O

Biểu đồ nén vật liệu dẻo
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c. Thí nghiệm kéo (nén) vật liệu dòn: Gang

– Không có giai đoạn tỷ lệ

– Không có giai đoạn chảy dẻo

– Chỉ có giới hạn bền σb

σb nén 〉〉 σb kéo

* Kết luận
– Vật liệu dẻo bị biến dạng nhiều mới bị hỏng còn vật liệu dòn biến

dạng ít đã hỏng.
– Vật liệu dẻo chịu kéo và nén như nhau còn vật liệu dòn chịu nén tốt

hơn chịu kéo rất nhiều.
2. Ứng suất cho phép
Để đảm bảo cho các chi tiết máy hay công trình làm việc được an toàn, cần phải

hạn chế ứng suất lớn nhất trong thanh không vượt quá một giới hạn nào đó, giới hạn
này được gọi là ứng suất cho phép, ký hiệu [ ]σ .

[ ] ( )2
o

m
N

n

σ
σ =

σo gọi là ứng suất nguy hiểm, tại giá trị này vật liệu xem như bị phá hủy.
n: Hệ số an toàn

(cho trong sổ tay kỹ thuật với kết cấu bằng thép, n = 1,4 ÷ 1,6)

Việc lựa chọn hệ số an toàn có ý nghĩa lớn về mặt kỹ thuật và kinh tế.

+  Nếu n quá lớn, [ ]σ nhỏ → gây lãng phí vật liệu.

+  Nếu n quá nhỏ, [ ]σ lớn → không an toàn.

thường [ ]σ = 140 ÷ 160 MN/m2

[ ]σ = 28 ÷ 80 MN/m2

[ ]σ = 120 ÷ 150 MN/m2

IV. Điều kiện bền – bài toán siêu tĩnh
1. Điều kiện bền

Để đảm bảo sự làm việc an toàn khi thanh chịu kéo (nén) đúng tâm, ứng suất
trong thanh phải thỏa mãn điều kiện bền.

O

P

Pb

∆l

B

Biểu đồ kéo – nén vật liệu dòn

thép

kéo  và nén

Gang, kéo

Gang, nén
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[ ]σ
F

Nσ z
max ≤=

σmax: Ứng suất pháp lớn nhất trên mặt cắt ngang của thanh (N/m2)

Nz : Giá trị tuyệt đối của lực dọc (N)
F : Diện tích mặt cắt ngang (m)

[σ] : Ứng suất cho phép của vật liệu (N/m2), phụ thuộc vào mỗi loại vật
liệu khác nhau.

2. Các bài toán cơ bản
a. Bài toán kiểm tra bền
Khi biết tải trọng, kích thước mặt cắt và ứng suất cho phép của vật liệu,

xét điều kiện bền của thanh có được thỏa mãn hay không. Muốn thế:

[ ]σ
F

Nσ z
max ≤=

Thông thường nếu σmax chưa vượt quá [σ] chừng 5% vẫn có thể xem như
chi tiết máy hay kết cấu đạt điều kiện an toàn (vì [σ] < σo ). Nếu σmax nhỏ hơn
[σ] quá 5% thì có thể xem như quá an toàn, thậm chí lãng phí vật liệu.

b. Bài toán thiết kế
Khi biết tải trọng và ứng suất cho phép, cần xác định kích thước tối thiểu

của mặt cắt ngang.

Muốn thế phải có: [ ]σ
N

F z
min ≥

Để đảm bảo an toàn và tiết kiệm, chỉ nên chọn F xấp xỉ tỉ số [ ]σ
N z chừng

5% là đủ.

c. Bài toán tính tải trọng cho phép
Khi biết kích thước mặt cắt và ứng suất cho phép, cần xác định tải trọng

lớn nhất cho phép đối với chi tiết máy hay kết cấu. Muốn thế phải có:

Nzmax ≤ F [σ]

* Ví dụ: Hãy kiểm tra sức bền của một thanh gỗ có mặt cắt ngang 10cm x
16cm, đục lỗ như hình vẽ. Lỗ tròn có đường kính d = 6cm, lỗ chữ nhật có kích thước
8cm x 4cm. Thanh chịu lực nén P = 72KN, ứng suất nén cho phép của gỗ là [σn] = 10
MN/m2. Bỏ qua hiện tượng tập ứng suất.

168

6

P P

1
0

1

1

2

2
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Giải
Kiểm tra sức bền của thanh tại mặt cắt có diện tích nhỏ nhất, vì ứng suất

tại đây lớn nhất. Đó là mặt cắt 2-2. Diện tích mặt cắt này bằng :
F = (0,1 . 0,16) – (0,1 . 0,08) = 8 .10–3 m2

Ứng suất ở mặt cắt nguy hiểm là:

22
3

3 m
MN9

m
KN9.10

8.10

72σ === −

Ứng suất này nhỏ hơn ứng suất cho phép [σ] = 10 MN/m2

Vậy thanh đảm bảo bền.

3. Bài toán siêu tĩnh
Để xác định nội lực trong vật thể chỉ cần thiết lập được các phương trình cân

bằng tĩnh học. Bài toán như vậy gọi là bài toán tĩnh định. Nhưng có nhiều bài toán nếu
chỉ dựa vào phương trình cân bằng tĩnh học thì không thể tìm được nội lực mà phải
dựa thêm vào một số phương trình khác (gọi là phương trình bổ sung) lập được nhờ
việc xét điều kiện biến dạng của cơ hệ. Loại bài toán như vậy được gọi là bài toán siêu
tĩnh. Số phương trình bổ sung nói lên mức độ siêu tĩnh của bài toán, gọi là bậc siêu
tĩnh của cơ hệ.

**  Tìm ứng suất pháp trong các thanh EB và FC làm bằng cùng một loại vật
liệu dùng để treo một thanh AD tuyệt đối rắn. Một đầu thanh nối với tường bằng bản
lề A, đầu kia chịu tác dụng của ngoại lực P = 160KN các thanh treo có diện tích mặt
cắt F = 12cm2

.

Giải

Thay liên kết bằng các phản lực liên kết AY


, AZ


, 1N


, 2N


.

Ở đây không cần tìm AY


và AZ


do đó không cần lập hai phương trình hình
chiếu mà chỉ cần lập phương trình cân bằng mômen đối với điểm A.

ΣMA = 2aN2 + aN1 – 3aP = 0

⇒ 3P = N1 + 2N2 (a)

Cần phải lập thêm một phương trình bổ sung bằng cách dựa vào sự biến dạng
của các thanh EB và FC. Đây là bài toán siêu tĩnh bậc 1.

Giả sử sau khi bị biến dạng, thanh AD tới vị trí AD’. Vì biến dạng bé nên các
chuyển vị BB’, CC’, DD’ được coi như song song với trục Ay.

E F

B C D

B C D

A

a a a

B/

C/ D/

YA

ZA

P

P
N1 N1
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Thanh EB dãn một đoạn ∆l1 = BB’

FC giãn một đoạn ∆l2 = CC’

 ∆l2 = 2 ∆l1 (b) (tam giác ABB’và ACC’ đồng dạng)

Ta có:
EF

lNΔl;
EF

lNΔl 2
2

1
1 ==

Thế vào (b) ⇒ N2 = 2N1

Tiếp tục thế vào (a)

KN96
2

192
N

KN192
5

6.160

5

6P
N

1

2

==

===⇒

Ứng suất trong các thanh EB và FC là:

2
2

2

22
4

4
1

1

m
MN160

F

Nσ

m
MN80

m
KN8.10

12.10

96

F

Nσ

==

==== −
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Bài 9.  XOẮN THUẦN TÚY CỦA THANH THẲNG

I. Mômen xoắn nội lực – biểu đồ mômen xoắn nội lực
1. Mômen xoắn nội lực

a. Khái niệm

Xét một thanh tròn chịu tác dụng của ngẫu lực m = P.a
m : mômen xoắn ngoại lực
m phải nằm trong mặt phẳng vuông góc với trục thanh

b. Định nghĩa

Khi tác dụng vào một thanh những ngoại lực là những ngẫu lực nằm
trong mặt phẳng vuông góc với trục thanh thì ta có thanh chịu xoắn.

Ví dụ: Các trục truyền động trong hộp số, máy tiện, trục máy khoan, mũi
khoan v.v…

c. Nội lực
Xét một thanh chịu ngoại lực m1, m2, m3 như hình vẽ. Dùng mặt cắt 1 –

1, xét cân bằng bên trái của thanh. Để cân bằng với mômen ngoại lực thì trên
mặt cắt 1 – 1, nội lực phải là một mômen. Mômen đó gọi là mômen xoắn nội
lực, ký hiệu Mz

m1

y
x

z

Mz

P

a
P

1

1

3

3

y
x

z
o

m1

m2

m3
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d. Dấu của mômen xoắn nội lực

Mômen ngoại lực ngược                                           Mômen ngoại lực thuận
chiều kim đồng hồ chiều kim đồng hồ

2. Biểu đồ mômen xoắn nội lực
a. Các bước vẽ biểu đồ

- Vẽ đường chuẩn song song với trục thanh.
- Tính mômen nội lực trong từng đoạn, biểu diễn bằng các tung độ theo

tỷ lệ xích
- (+) đặt bên trên, (–) đặt bên dưới đường chuẩn

b. Ví dụ
Vẽ biểu đồ mômen xoắn nội lực của thanh như hình vẽ có mC = 3KNm,

mD = 1KNm, mE = 2KNm bỏ qua ma sát ở các gối.

a. Chia thanh thành 4 đoạn. Dùng phương pháp mặt cắt, tính mômen
xoắn nội lực trên từng đoạn thanh theo qui tắc, ta có:

+  Đoạn AC : Tại mặt cắt 1 – 1 có Mz = 0

+  Đoạn CD : Tại mặt cắt 2 – 2 có Mz = -mC = -3KNm

+  Đoạn DE : Tại mặt cắt 3 – 3 có Mz =-mC +mD = -3 + 1 = -2KNm

(nếu xét bên phải 3 – 3 thì phải thay đổi góc nhìn)

+  Đoạn EB : Tại mặt cắt 4 – 4 có Mz = 0

b. Vẽ biểu đồ theo qui ước
* Nhận xét

– Trên các đoạn thanh không có mômen phân bố, biểu đồ là một
đường thẳng song song hay trùng với đường chuẩn.

– Tại vị trí đặt các mômen tập trung, biểu đồ có bước nhảy, trị số
bước nhảy bằng trị số các mômen tập trung

Mz <0

m mm m

Mz >0

mC mD mE

A B
DC E

Mz

3KNm

2KNm

_
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II. Ứng suất – biến dạng xoắn
1. Ứng suất
Để thiết lập công thức tính ứng suất người ta thực hiện các thí nghiệm và coi

biến dạng bên trong thanh cũng như biến dạng bên ngoài thanh. Xét thanh chịu xoắn
như hình vẽ.

Quan sát thanh sau khi chịu tác dụng lực ta thấy:
– Trên mặt cắt ngang của thanh chịu xoắn không có hiện tượng co hay

dãn dài nên nên không có ứng suất pháp.
– Các mặt cắt ngang xoay trượt tương đối với nhau, thanh có biến dạng

trượt và chỉ có ứng suất tiếp có phương vuông góc với bán kính đi qua điểm
đang xét, phân bố dọc theo bán kính bất kỳ theo qui luật đường thẳng.

– Trên mặt cắt ngang của thanh chịu xoắn không có hiện tượng co hay
dãn dài nên nên không có ứng suất pháp.

– Các mặt cắt ngang xoay trượt tương đối với nhau, thanh có biến dạng
trượt và chỉ có ứng suất tiếp có phương vuông góc với bán kính đi qua điểm
đang xét, phân bố dọc theo bán kính bất kỳ theo qui luật đường thẳng.
Ứng suất tại một điểm I bất kỳ trên mặt cắt được tính như sau:

ρ
J

M

o

z
ρ ⋅=

Trong đó:
– Mz: trị số tuyệt đối mômen

xoắn nội lực tại mặt cắt ngang chứa
điểm tính ứng suất (Nm)

– oJ : Mômen quán tính độc cực của mặt cắt đối với trọng tâm O của nó (m4)

– ρ: khoảng cách từ điểm tính ứng suất I đến trọng tm mặt cắt O (m)

γ

Khi chưa có mômen
xoắn

tác dụng

Khi có mômen xoắn
tác dụng

m

y
x

z

a a

y
x

z

τmax

ρ O

τmax

I R

τρ

Ứng suất tiếp phân bố trên
mặt cắt ngang tròn đặc
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Tại một mặt cắt,  Mz và oJ không đổi.

⇒ ρτ phụ thuộc vào ρ

R
τ
Mτ

o

z
max ⋅=⇒

Đặt
o

z
maxo

o

W

Mτ  W
R

J =⇒= (N/m2) ( oW : mômen chống xoắn của mặt cắt

ngang thanh, m3)

oJ và oW đặc trưng cho khả năng chống xoắn của mặt cắt ngang thanh,
nếu oW tăng thì τmax giảm, thanh có khả năng chịu xoắn tốt.

+  Với thanh có mặt cắt ngang tròn đặc

oJ = 0,1 d4, oW = 0,2d3

+  Với thanh có mặt cắt ngang tròn rỗng

oJ = 0,1 D4 (1 – α4), oW = 0,2 D3 (1 – α4) với
D

dα =

2. Biến dạng

Quan sát biến dạng của thanh chịu xoắn ta thấy: giữa các mặt cắt ngang có
góc xoay, được gọi là góc xoắn tuyệt đối, ký hiệu ϕ

( )
o

z

o

z

JGπ
lM180

hayrad
GJ

lM

⋅⋅
⋅⋅==  (độ)

Và góc xoắn tương đối, ký hiệu θ

o

z

JGπ
M180θ

l
θ

⋅⋅
⋅=⇒=  (độ/m)

Trong đó: G. oJ _ độ cứng khi xoắn

III. Điều kiện bền và điều kiện cứng – bài toán siêu tĩnh
1. Điều kiện bền

Ứng suất tiếp lớn nhất trong thanh không được vượt quá ứng suất
tiếp cho phép

[ ] ( )2

o

z
max m

Nτ
W

Mτ ≤=

Mz : Giá trị tuyệt đối của mômen xoắn nội lực
Wo : Mômen chống xoắn của mặt cắt ngang (m3) (Nm)

d

d

D

γ

m

y

o

ϕ

z
x
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* Từ điều kiện bền, ta có ba bài toán cơ bản

a. Bài toán kiểm tra bền : [ ]τ
W

Mτ
o

z
max ≤=

b. Bài toán chọn mặt cắt ngang thanh : [ ]τ
M

W z
o ≥

Suy ra công thức tính đường kính thanh tròn

+  Với thanh tròn đặc : [ ]3
z

τ0,2

M
d ≥

+  Với thanh tròn rỗng ( )[ ]3
4

z

τα-10,2

M
D

⋅
≥⇒

c. Bài toán tính tải trọng cho phép : Mz ≤ Wo . [τ]   hay  [Mz] = Wo . [τ]

2. Điều kiện cứng
Góc xoắn tương đối (hay biến dạng xoắn) lớn nhất không vượt quá giới hạn

cho phép

o

z

J

M

π
180

⋅
⋅=
G

 (độ/m)

Trong đó: [θ] _ Góc xoắn tương đối cho phép của thanh (độ/m)
G _ Môđun đàn hồi khi trượt của vật liệu (N/m2)

oJ _ Mômen quán tính độc cực của mặt cắt ngang thanh (m4)

* Từ điều kiện cứng, ta có ba bài toán cơ bản

a. Bài toán kiểm tra độ cứng : [ ]θ
JG

M

π
180θ

o

z ≤
⋅

⋅=

b. Bài toán chọn mặt cắt ngang thanh : [ ]θG

M

π
180

J z
o ⋅

⋅≥

+  Mặt cắt tròn đặc [ ]4
z

θG0,1π
M180

d
⋅⋅⋅

⋅
≥⇒

+  Mặt cắt tròn rỗng ( ) [ ]4
4

z

θGα10,1π
M180

D
⋅⋅−⋅⋅

⋅
≥⇒

c. Bài toán tính tải trọng cho phép:

[ ]
180

πθJGM oz ⋅⋅⋅≤ hay [ ] [ ]
180

πθJGM oz ⋅⋅⋅=
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* Ví dụ
Một trục tròn rỗng chịu lực như hình vẽ. Các ngoại lực, mômen mC = 3KNm,

mB = mD = mE = 1KNm. Đường kính trong d = 5cm, đường kính ngoài D = 10cm. Các
đoạn BC = CD = DE = 2cm.

1. Tính ứng suất nguy hiểm nhất của trục?
2. Tính góc xoắn tương đối lớn nhất và góc xoắn toàn bộ của trục.
Biết G = 8.104 MN/m2

Giải
1. Tính τmax

Mômen chống xoắn của mặt cắt ngang trong đoạn CD

( )
36

o

4

343
o

m10187,5      W

0,1

0,05
10,10,2α10,2DW

−⋅=

















−⋅=−=

Vậy:

2

2
6

6

3

o

z
max

m
N10,7

m
N1010,7

10187,5

102

W

Mτ

=

⋅=
⋅

⋅== −

2. Tính θmax

Mômen quán tính độc cực của mặt cắt ngang hình vành khăn

( ) ( )

48
o

4
444

o

m10,5379J

0,1

0,05
10,10,1α10,1DJ

−⋅=

















−⋅=−=

Vậy: 0,153
π

180

10937,5108

102

GJ

M
θ

o

810

3

o

zCD
max =⋅

⋅⋅⋅
⋅== − độ/m

* Góc xoắn của từng đoạn trục là:

mB mC mD mE

B C D E

2KNm

1KNm

1KNm

+
_
_

-
_
_
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0

o

zDE
DE

o
max

o

zCD
CD

o
o

810

3

o

zBC
BC

153,0
JG

lM

0,3062θ
JG

lM

0,153
π

180

10937,5108

210

JG

lM

=
⋅

⋅
=

==
⋅

⋅
=

−=⋅
⋅⋅⋅

⋅−=
⋅

⋅
= −







* Góc xoắn (toàn phần) của trục bằng

ϕBE = ϕBC + ϕCD + ϕDE = – 0,153 + 0,306 + 0,153 = 0,306o

3. Bài toán siêu tĩnh
Cũng như trường hợp kéo (nén) đúng tâm, trong trường hợp xoắn thường gặp

những bài toán siêu tĩnh. Sau đây là một ví dụ đơn giản.
Một thanh tròn bị ngàm ở hai đầu chịu tác dụng của ngẫu lực mo như hình vẽ. Vẽ

biểu đồ nội lực của thanh.

oA m
ba

b
m ⋅

+
=

oB m
ba

a
m ⋅

+
=

Dưới tác dụng của mo tại hai đầu ngàm phát sinh các ngẫu lực mA và mB. Để xác
định chúng chỉ có một phương trình cân bằng tĩnh học mA – mo + mB = 0

Muốn giải bài tóan siêu tĩnh (bậc một) phải dựa vào điều kiện biến dạng của
thanh để lập thêm một phương trình bổ sung. Tưởng tượng bỏ ngàm A và thay thế
bằng phản ngẫu lực mA, ta được thanh tĩnh định (h.b). Điều kiện thay thế là góc xoắn
ϕAB phải bằng 0, để đảm bảo sự tương đương về biến dạng với thanh siêu tĩnh đã cho,
do đó:

( )
0

JG

bmm

JG

am

o

oA

o

A
CBACAB =

⋅
−

+
⋅

⋅
=+= 

Giải phương trình trên ta được:

oBoA m
ba

a
mm

ba

b
m ⋅

+
=⇒⋅

+
=

(Nếu mA và mB tính được ở trên mang thêm dấu (–) thì chúng có chiều ngược với
chiều giả thiết ban đầu).

Sau khi xác định được các phản ngẫu lực mA, mB sẽ vẽ được biểu đồ mômen
xoắn của thanh như  hình (c)

(a)

(b)

+

- (c)

mA

mo mB

a b

A C
momA

B

mB
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Bài 10.  UỐN NGANG PHẲNG CÁC THANH THẲNG

I. Các định nghĩa và phân loại – nội lực và biểu đồ nội lực
1. Định nghĩa và phân loại

a.  Định nghĩa
Thanh bị uốn ngang phẳng là thanh chịu tác dụng của hệ lực phẳng (gồm

những lực vuông góc với trục thanh hay những ngẫu lực) nằm trong mặt
phẳng chứa trục thanh (mặt phẳng này gọi là mặt phẳng tải trọng)

Ví dụ: Các trục truyền động, các dầm cầu, nhà, dàn cần cẩu v.v…

- Ngoại lực tác dụng có thể là lực tập trung, lực phân bố hoặc mô men
tập trung.

- Thanh chủ yếu chịu uốn gọi là dầm.
- Trục của dầm sau khi chịu uốn cong vẫn nằm trong mặt phẳng đối

xứng của dầm thì sự uốn đó được gọi là uốn phẳng.
b.  Phân loại
Ta chia uốn phẳng làm hai loại:

- Uốn thuần túy phẳng.
- Uốn ngang phẳng.

2. Nội lực – Qui ước dấu nội lực
a.  Nội lực

Xét dầm AB chịu lực như hình vẽ:

m D

B

AP

q

C

x

y

Mặt phẳng ABCD là
mặt phẳng tải trọng

Đường tải trọng

A BCD

a b

1

1

z1

P
RA RB

A

Qy

1

1 Mx

z1

RA
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- Đầu tiên phải xác định được các phản lực tại các gối đỡ A và B.

- Từ phương trình cân bằng tĩnh học

ΣMA = RBl – Pa = 0

ΣMB = – RAl + Pb = 0

l

bP
R;

l

aP
R AB

⋅=⋅=

- Dùng mặt cắt 1 – 1 cắt thanh tại điểm D. Khảo sát sự cân bằng của
phần trái. Để phần trái cân bằng thì trên mặt cắt ngang của dầm xuất hiện các
nội lực Qy, Mx.

Qy được gọi là lực cắt
Mx được gọi là mômen uốn Qy = RA,   Mx = RA.z

*  Dầm chịu uốn ngang phẳng khi trên mọi mặt cắt ngang của dầm, nội lực
chỉ có lực cắt Qy và mômen uốn Mx.

b.  Qui ước dấu
+ Lực cắt Qy có dấu (+) nếu ngoại lực sinh ra nó tác dụng ở phần dầm được

xét có khuynh hướng làm cho phần dầm đó quay thuận chiều kim đồng hồ quanh
trọng tâm mặt cắt. Ngược lại Qy có dấu (–)

+ Mômen uốn Mx có dấu (+) nếu ngoại lực sinh ra nó có tác dụng ở phần
dầm được xét có khuynh hướng làm cho thớ dưới dầm bị kéo. Ngược lại có dấu (-)

3. Biểu đồ nội lực
Biểu đồ nội lực là đồ thị biểu diễn sự biến thiên của lực cắt và mômen uốn

dọc theo trục của dầm. Nhờ nó ta dễ dàng tìm được các mặt cắt và mômen uốn có
trị số lớn nhất. Các mặt cắt đó thường là mặt cắt nguy hiểm. Sau này thường chọn
để tính toán điều kiện bền.

Khi vẽ đồ thị ta qui ước như sau:

Qy

z

z

Mx

Mx > 0

Thớ trên

Qy > 0

Thớ dưới

Qy > 0

Mx > 0

Phần trái
Phần phải
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* Ví dụ
Vẽ biểu đồ lực cắt và mômen uốn của dầm tựa trên hai khớp bản lề A và

B, chịu tải trọng P như hình vẽ

Giải
a. Xác định phản lực tại điểm tựa A và B

Từ phương trình cân bằng tĩnh học

ΣMA = RBl – Pa = 0

ΣMB = – RAl + Pb = 0

Suy ra:
l

Pb
R;

l

Pa
R AB ==

b. Biểu đồ lực cắt Qy

- Đoạn AC :
l

Pb
RQ A ==

- Đoạn BC :
l

Pa
RQ B −=−=

c. Biểu đồ môment uốn Mx

- Đoạn AC, tại mặt cắt 1 – 1 (trái)

Mx = RA.z1 với 0 ≤ z1 ≤ a   (Mx là hàm bậc nhất theo z, cần xác định hai
điểm để vẽ):

l

Pab
Maz

0M0z

x1

x1

=⇒=

=⇒=

- Đoạn CB, tại mặt cắt 2 – 2 (xét phần phải)

Mx = RB . z2 với 0 ≤ z2 ≤ b

l

Pab
Mbz

0M0z

x2

x2

=⇒=

=⇒=

II. Dầm chịu uốn phẳng thuần tuý

C

l

a b

1

1

z1
P

+

+

-
l

Pal

Pb

l

Pab

RBRA

A B
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1. Định nghĩa
Một dầm gọi là uốn thuần túy phẳng khi trên mặt cắt ngang của dầm chỉ

có một thành phần nội lực là mômen uốn nằm trong mặt phẳng tải trọng.

2. Ứng suất pháp trên mặt cắt
Xét một dầm có mômen uốn tác dụng ở hai đầu, ta thấy:

Khi dầm biến dạng, các thớ trên co lại, các thớ dưới dãn ra. Có một lớp
thớ không bị co cũng không bị dãn gọi là lớp thớ trung hòa. Giao tuyến của lớp
thớ trung hòa với mặt cắt ngang được gọi là trục trung hòa, trục trung hòa được
coi là thẳng nhờ thuyết biến dạng nhỏ.

Kết luận: Trên mặt cắt ngang của dầm chịu uốn chỉ có ứng suất pháp σ.

Theo định luật Hooke, giữa ứng suất pháp σ và biến dạng dọc tương đối
ε có liên hệ như sau:

σ = Eε (*)

+

mo

mo

Các thớ trên co lại
(vùng chịu nén)

Mặt cắt ngang
y

P

P

P

P

Các thớ dưới dãn
ra (vùng chịu kéo)

Lớp thớ trung hòa

Trục trung hòa

x

z
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Nếu biết được biến dạng, chúng ta dễ dàng tìm được sự phân bố ứng suất
trên mặt cắt ngang.

Muốn vậy ta xét một đoạn dầm dz được cắt bởi hai mặt cắt 1 – 1, 2 – 2. Sau khi
biến dạng, hai mặt cắt này tạo với nhau một góc dϕ. Gọi ρ là bán kính cong của thớ
trung hòa O1O2.

Vì thớ trung hòa không biến dạng nên:

O1O2 = dz ⇒ O1O2 = ρ.dϕ
Xét biến dạng của thớ mn cách thớ trung hòa một khoảng cách y. Chiều dài của

thớ này trước khi biến dạng là mn = dz = ρdϕ

Và sau khi biến dạng mn = (ρ + y) dϕ
Biến dạng dọc tương đối của thớ mn bằng

( )
ρ
y

ρd
ρddyρε =−+=




Thay ε vào (*) ( )**
ρ
y

Eσ =

Tại một mặt cắt ngang bán kính ρ có trị số xác định, E là hằng số. Vậy qui luật
phân bố ứng suất pháp trên mặt cắt ngang là phẳng

z y

x

z

x

y

Mx

O

y

ynmax

ykmax

σmin

σmax

m

1

O1 O2

1

n

dz

ρ dϕ

O1
O2

y

I

m n

2

2
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Giao tuyến của mặt phẳng ứng suất với mặt cắt chính là trục trung hòa. Rõ ràng
ứng suất pháp trên các đường thẳng song song với trục trung hòa có trị số như nhau.
Do đó ta có thể vẽ biểu đồ phân bố ứng suất pháp đơn giản như trên.

Qua biểu đồ phân bố ứng suất pháp trên mặt cắt ngang, ta thấy:
- Trên mặt cắt ngang chia làm hai miền: một miền chịu kéo và miền kia

chịu nén
- Các điểm có trị số ứng suất pháp lớn nhất là các điểm xa trục trung hòa

nhất.
3. Biểu thức liên hệ giữa ứng suất pháp và thành phần mômen uốn nội lực
Xét mặt cắt ngang có mômen uốn Mx, ta có:

∫∫ ⋅=⋅=
FF

x dFy
σ
E

dFσM

Gọi ∫ ⋅=
F

x dFyJ là mômen quán tính của mặt cắt ngang đối với trục trung hòa.

Vậy:
x

x
xx JE

M

ρ
1

hayJ
ρ
E

M
⋅

==

So sánh với (**) ta suy ra công thức ứng suất pháp trên mặt cắt ngang như sau:

y
J

Mσ
x

x ⋅=

Nếu
n
x

x
nmax

x

x
minnmax w

M
y

J

Mσyy −=−=⇒→

k
x

x
kmax

x

x
maxkmax W

M
y

J

Mσyy ==⇒→

(1)  Đối với mặt cắt ngang có trục trung hòa cũng là trục đối xứng: mặt cắt
hình chữ nhật, hình tròn, chữ I v.v… thì ynmax = ykmax

n
x

k
x WW =⇒

Do đó, ứng suất kéo và nén lớn nhất là:
x

x

min
max W

Mσ ±=

Wx : Mômen chống uốn của mặt cắt ngang (là một đặc trưng hình học của
mặt cắt), đơn vị: m3

Khi Wx càng lớn → ứng suất phát sinh trên dầm càng nhỏ → khả năng
chống uốn của dầm càng lớn.

+  Mặt cắt hình tròn Wx = 0,1d3

+  Mặt cắt hình tròn rỗng Wx = 0,1 D3 (1 – α4)

Với
D

dα =

h

y

x

b

O
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+  Mặt cắt hình chữ nhật
6

bh
W

2

x = hoặc
6

hb
W

2

y =

+  Mặt cắt vuông
6

a
W

3

x =

(2)  Đối với các mặt cắt ngang không đối xứng thì n
x

k
xnmaxkmax WWyy =⇒≠

Do đó
k

x
max W

Mσ = với
kmax

x
k y

J
W =

n

x
min W

Mσ −= với
nmax

x
n y

J
W =

III. Dầm chịu uốn ngang phẳng
1. Định nghĩa

Một dầm gọi là uốn ngang phẳng khi trên mặt cắt ngang của nó có hai thành
phần nội lực là lực cắt Qy và mômen uốn Mx (hoặc Qx và My)

2. Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang
Khi bị uốn ngang trên mặt cắt ngang của thanh không những có ứng suất

pháp do mômen uốn mà còn có ứng suất tiếp do lực cắt gây ra. Nếu tách ra tại
điểm A trên mặt cắt ngang của thanh một phân tố hình hộp tọa độ (có các mặt
song song với mặt tọa độ) ta sẽ thấy phân tố đó bị biến dạng trượt, các góc vuông
của nó không còn vuông nữa. Hiện tượng này cùng với hiện tượng trục bị uốn
cong, làm cho các mặt cắt ngang ban đầu (trước khi chịu lực) không còn phẳng
nữa sau khi bị uốn ngang.

Mx

Qy

x

yz

Mx

Qy Qy

Mx

Sau biến dạng
uốn ngang

Ban đầu
(trước biến dạng)

Mx

Mx

Sau biến dạng
uốn thuần túy
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Mặc dù vậy theo những kết quả nghiên cứu sâu hơn của cơ học vật rắn biến dạng,

công thức xác định ứng suất pháp trên mặt cắt ngang là: y
J

Mσ
x

x
z ⋅= vẫn đúng đối với

trường hợp tiết diện của thanh là hình nhữ nhật hẹp và biểu đồ mômen uốn có dạng
bậc nhất. Trong các trường hợp khác công thức đó vẫn dùng được với sai số không
lớn.

Như vậy, chỉ còn phải tìm công thức tính ứng suất tiếp do lực cắt Qy gây nên.

3. Ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang
Để cho đơn giản mặt cắt ngang của thanh là một dải chữ nhật hẹp (nghĩa là chiều

rộng b nhỏ hơn chiều cao h và biểu đồ mômen uốn có dạng bậc nhất).
Tách khỏi thanh một đoạn vô cùng bé bằng hai mặt cắt 1 – 1 và 2 – 2 cách nhau

một khoảng dz, sau đó bằng mặt cắt ABCD song song và cách mặt phẳng Oxz một
khỏang y chia đoạn thanh này thành hai phần và xét phần không chứa gốc O
(ABCDEFGH)

Gọi σz1 và σz2 là ứng suất pháp trên các mặt cắt 1 – 1 và 2 – 2 , AB = b(y) và Fy

là diện tích của mặt cắt ABEF. Ta có :

y
J

dMMσy
J

Mσ
x

xx
z2

x

x
z1 ⋅

+
=⋅=

Lực dọc trên các mặt F của phần thanh đang xét

∫∫

∫∫
+

=⋅=

=⋅=

yy

yy

FF x

xx
z2z2

FF x

x
z1z1

dFy
J

dMM
dFσN

dFy
J

M
dFσN

Vì dMx ≠ 0 nên Nz1 ≠ Nz2 do đó trên mặt cắt ABCD phải có nội lực T thỏa mãn
điều kiện cân bằng.

ΣZ = 0 nghĩa là Nz2 – Nz1 = T

Như vậy trên mặt cắt ABCD phải có ứng suất tiếp τyz .

Với mặt cắt là dải hình chữ nhật hẹp, có thể giảsử ứng suất tiếp τyz phân bố đều
theo bề rộng của mặt cắt. Ta có:

T = τyz . b(y) dz

az

σz1

σz2

τ

A

D
C

O

B zx

G

F

E

y

dz

Mx
Qy

Qy

Mx + dMx

1

1 2

2
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( )

( )

( )

( )ySdFyQ
d

dM
Mà

dFy
Jyb

1

d

dMτ

dybτdFy
J

dM
hay

dybdFy
J

M
dFy

J

dMM

x

F

y
z

x

Fxz

x
yz

zyz

Fx

x

zyz

Fx

x

Fx

xx

y

y

y

yy

==

⋅=⇒

=

=−
+

⇒

∫

∫

∫

∫∫ 

Sx (y) là mômen diện tích cấp một (mômen tĩnh) của diện tích Fy đối với
trục trung hòa x.Vậy cuối cùng ta sẽ có biểu thức.

( )
( )ybJ

ySQ

x

xy
yz =

Công thức này được gọi là công thức Jurovxky

Ứng suất tiếp τyz cùng chiều với lực cắt Qy

4. Điều kiện bền đối với dầm chịu uốn ngang phẳng
Đối với dầm chịu uốn ngang phẳng, trên mặt cắt ngang có cả ứng suất pháp và

ứng suất tiếp. Nhưng thường thì ảnh hưởng của ứng suất tiếp không đáng kể nên có thể
bỏ qua.

y

x
O

τmax

Ứng suất tiếp phân bố trên
mặt cắt ngang hình chữ

nhật

F

Q

2

3τmax ⋅=

Q : giá trị tuyệt đối của lực
cắt (N)

y

x
O

τmax

Ứng suất tiếp phân bố
trên mặt cắt ngang hình

tròn

F

Q

3

4τmax ⋅=

F : diện tích mặt cắt
ngang (m2)
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* Điều kiện bền
a. Đối với vật liệu dẻo

[σk] = [σn] = [σ] nên trong hai trị số σmax và σmin ta chỉ cần chọn
ứng suất nào có giá trị tuyệt đối lớn nhất để so sánh với [σ]

Ta có: [ ]σ
W

M
σ

x

max
max ≤=

b. Đối với vật liệu dòn: có [σk] khác [σn] nên:

[ ]kk
x

max
max σ

W

M
σ ≤=

[ ]nn
x

max
min σ

W

M
σ ≤=

Trường hợp mặt cắt đối xứng với trục trung hòa, chữ nhật, tròn,
vuông v.v… thì σmax = σminvà vì [σk] < [σn] nên điều kiện bền là:

[ ]k
x

max
max σ

W

M
σ ≤=

* Các bài toán cơ bản
- Bài toán kiểm tra bền
- Bài toán chọn mặt cắt ngang
- Bài toán tính tải trọng cho phép

Chú ý: Trong một số ít trường hợp, tại mặt cắt ngang có lực cắt Qy lớn so với
mômen uốn Mx (dầm ngắn hay gối) thì ngoài việc tính độ bền theo ứng suất pháp, ta
phải kiểm tra bền theo ứng suất tiếp τmax ≤ [τ].

*  Ví dụ

Một dầm bằng gỗ chịu tải trọng phân bố đều q = 14 KN/m. Dầm có chiều
dài l = 4m mặt cắt ngang dầm hình chữ nhật với h = 27cm b = 17cm, ứng suất
cho phép của gỗ là [σ] = 10MN/m2,  [τ] = 2 MN/m2. Hãy kiểm tra độ bền của
dầm.

h

b

y

xO
q

l

RA RB

A B
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* Tính nội lực và vẽ biểu đồ nội lực

28KN
2

14.4

2

lq
RR AA ==⋅==

Hợp lực của q là Q = ql

- Mặt cắt có mômen uốn lớn nhất là giữa dầm

KNm28
4

l
.

2

l
.q

2

l
RM Amax =−⋅=

- Còn với ứng suất tiếp thì mặt cắt ngang tại các gối đỡ là mặt cắt nguy hiểm
Qmax = RA = RB = 28 KN

0
2

l
qRQ Amin =−= (giữa dầm)

(Tổng quát với dầm đơn giản tựa tự do trên hai gối đỡ chịu tải trong

phân bố đều toàn phần ta luôn có
4

ql
M   và

2

ql
Q

2

maxmax == )

- Mômen chống uốn của mặt cắt ngang của dầm

3333
22

x m2,07.10cm2,07.10
6

17.27

6

bh
W −====

- Diện tích mặt cắt ngang của dầm
F = 27.17 = 459 cm2 = 459.10-4 m2

* Kiểm tra bền theo ứng suất pháp

[ ] 2
6

2
6

3

3

x

x
max m

N10.10σ
m

N13,5.10
2,07.10

28.10

W

Mσ =〉=== −

* Kiểm tra bền theo ứng suất tiếp

2
6

4

3
max

max m
N0,915.10

459.10

28.10
1,5

F

Q
1,5τ =⋅== −

Kết luận: Dầm không đảm bảo độ bền

28KN +

– 28KN

q

A

RA RB

B

+

28KNm
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Bài 11. THANH CHỊU LỰC PHỨC TẠP

I. Thanh chịu uốn xiên

1. Định nghĩa
Cũng như uốn ngang phẳng, ta chỉ xét những thanh thẳng, mặt cắt ngang

có hai trục đối xứng vuông góc (mặt cắt ngang hình chữ nhật). Khi thanh chịu tải
trọng vuông góc với trục thanh nhưng không nằm trong mặt phẳng đối xứng cuảa
thanh thì thanh bị uốn xiên.

Ví dụ: các khung dàn cầu, nhà v.v. . .

Xét thanh chịu uốn như hình vẽ
Nếu lực uốn P phân thành Px và Py thì

+  Px gây ra mômen uốn My : uốn quanh trục y
+  Py gây ra mômen uốn Mx : uốn quanh trục x

Như vậy: Trong thanh bị uốn xiên tại mỗi mặt cắt ngang thanh, nội lực
thu gọn gồm hai mômen uốn Mx và My nằm trong mặt phẳng đối xứng của
thanh (bỏ qua lực cắt).

2. Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang

Gọi σ/ là ứng suất do Mx gây ra, ta có:
x

x/
max W

Mσ =

σ// là ứng suất do My gây ra, ta có:
y

y//
max W

M
σ =

Mx và My : trị số tuyệt đối của những mômen uốn tại mặt cắt đang xét
Wx và Wy : mô men chống uốn của mặt cắt đối với trục x và trục y

Nếu đồng thời tác dụng cả hai mô men uốn Mx và My thì theo nguyên lý
cộng tác dụng.

y

y

x

x//
max

/
maxmax W

M

W

Mσσσ +=+=

A B

CDOPx

Py

x

P
z

A B

CDz

Mx

My

y

y

x

A B

CD

y

x

Do Mx

gây ra

+ +

– –

+

–

+ –

–

+

+

BA

CD

x

y

+

–

Do My

gây ra
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(vì σ/ và σ// đều là ứng suất pháp và cùng vuông góc với mặt cắt)
Ta nhận thấy, nếu mặt cắt ngang là hình chữ nhật, chữ I v.v… thì ứng suất

phát sinh lớn nhất là tại hai trong bốn điểm góc (điểm B, D). Vì chúng đều lớn
nên ứng suất tổng hợp có trị tuyệt đối lớn nhất so với mọi điểm khác trên mặt cắt.

3. Điều kiện bền

Nếu thanh làm bằng vật liệu dẻo có [σk] = [σn] = σ thì điều kiện bền là:

[ ]σ
W

M

W

Mσ
y

y

x

x
max ≤+=

Trị số Mx và My phải chọn tại mặt cắt ngang nguy hiểm, với thanh có mặt
cắt ngang không đổi thì mặt cắt nguy hiểm là mặt cắt có Mx và My đều lớn.

Nếu thanh làm bằng vật liệu dòn.

[ ]k
y

y

x

x
max σ

w

M

W

Mσ ≤+=

Từ điều kiện bền ta suy ra ba bài toán cơ bản
- Bài toán kiểm tra bền
- Bài toán tìm tải trọng cho phép: Gọi [Pi] tải trọng suy rộng cho phép (tải trọng

tập trung, tải trọng phân bố, mômen tập trung hay mômen phân bố) thì tại mặt cắt
nguy hiểm, ta có:   Mx = k1 [Pi], My = k2 [Pi]

k1, k2 là các hằng số. Từ điều kiện bền ta suy ra:

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

y

2

x

1
i

y

i2

x

i1

W

k

W

k
σ

Phay

σ
W

Pk

W

Pk

+
≤

≤+

- Chọn kích thước mặt cắt ngang, ta phải chọn trước tỉ số: C
W

W

y

x =

[ ]σ
MCM

W yx
x

⋅+
=⇒

+ Đối với hình chữ nhật có chiều cao h và bề rộng b thì c = h/b

+ Đối với mặt cắt hình chữ I thì có thể lấy c = 8
+ Đối với mặt cắt hình chữ U thì có thể lấy c = 6

Chú ý: Với thanh có mặt cắt ngang tròn thì không có uốn xiên vì mặt phẳng nào
chứa trục thanh cũng là đối xứng.

* Ví dụ: Một dầm chịu lực P = 12KN hợp với trục y một góc 30o (hình vẽ).
Dầm có chiều dài l = 1m, mặt cắt ngang dầm hình chữ nhật có các cạnh h = 12
cm, b = 7,2 cm biết [σ] = 120 MN/m2. Hãy kiểm tra bền cho dầm.
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Đây là dầm chịu uốn xiên.

Phân lực P làm hai thành phần, ta có:

Px = P sin α = 12.0,5 = 6KN

Py = P cos α = 12.0,866 = 10,4 KN

Theo kết cấu, mômen uốn lớn nhất là tại mặt cắt ngàm A.

MxA = Py . l = 10,4.1 = 10,4 KNm

MyA = Px . l = 6.1 = 6 KNm

Mômen chống uốn của mặt cắt ngang hình chữ nhật:

( )

( ) 33
2222

y

33

2222

x

m.10368,01
6

12.107,2.10

6

hb
W

m17,28.10
6

12.107,2.10

6

bh
W

−
−−

−
−−

===

===

Dầm bằng vật liệu dẻo nên ứng suất lớn nhất tại mặt cắt ngàm

[ ] 2
6

2
6

3

3

3

3

y

y

x

x
max

m
N120.10σ

m
N118,5.10

10.368,10

10.6

10.28,17

10.4.10

W

M

W

Mσ

=∠=

+=+= −−

Kết luận: Dầm đảm bảo độ bền.

l

A

P

b

h

P

z
O

y

x 30o
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II. Uốn – kéo (nén) đồng thời - kéo (nén) lệch tâm
1. Uốn – kéo (nén) đồng thời

a.  Định nghĩa

Xét trường hợp đơn giản, tác dụng vào thanh một lực P trùng với mặt
phẳng đối xứng của thanh và nghiêng với trục thanh một góc α. Lực P được
phân thành hai thành phần:

Py = P sin α: tác dụng vuông góc với trục thanh làm thanh bị uốn ngang
phẳng

Pz = P cos α: tác dụng dọc theo trục thanh làm thanh bị kéo (nén) đúng
tâm

⇒ Khi thanh chịu tác dụng đồng thời của hai loại lực: lực gây ra uốn
phẳng và lực gây ra kéo (nén) đúng tâm, ta nói thanh chịu uốn đồng thời kéo
(nén)

Như vậy, trong thanh chịu uốn đồng thời kéo (nén) tại mọi mặt cắt ngang
của thanh, nội lực gồm một lực dọc Nz và một mômen uốn Mx .

b. Ứng suất trên mặt cắt ngang
Ứng suất do lực dọc gây ra:

F

Nσ z/ ±=

Ứng suất do mômen uốn gây ra tại một điểm bất kỳ:

y
J

Mσ
x

x// ⋅±=

Ta có : y
J

M

F

Nσσσ
x

xz/// ⋅±±=+=

Như vậy : +  Khi uốn kéo
x

xz

min
max W

M

F

Nσ ±=

+  Khi uốn – nén
x

xz

min
max W

M

F

Nσ ±−=

O

Py

y

x

P
z

z

Mx

Nz

y

y

x
αPz
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c. Điều kiện bền
1. Thanh chịu uốn – kéo đồng thời với cả vật liệu dẻo và dòn luôn có

[σk] ≤ [σn]

[ ]k
x

xz
max σ

W

M

F

Nσ ≤+=

2. Thanh chịu uốn – nén đồng thời

+  Với vật liệu dẻo có [σk] = [σn] = σ

[ ]σ
W

M

F

Nσ
x

xz
max ≤+=

+  Với vật liệu dòn có [σk] < [σn]

[ ]k
x

xz
max σ

W

M

F

Nσ ≤+−=

[ ]n
x

xz
min σ

W

M

F

Nσ ≤+=

Nz và Mx là giá trị tuyệt đối của nội lực ở mặt cắt nguy hiểm. Đối với
thanh có mặt cắt ngang không đổi, mặt cắt nguy hiểm là mặt cắt ngang có Nz và
Mx đều cùng lớn.

Từ điều kiện bền, ta có ba bài toán cơ bản khi tính toán về thanh chịu
uốn, đồng thời kéo (nén). Riêng bài toán về chọn kích thước mặt cắt ngang, vì
có cả F và Wx đều chưa biết, do đó phải giải bằng phương pháp đúng dần.

* Ví dụ
Thanh thép AB chịu lực P = 20KN như hình vẽ. Mặt cắt ngang của thanh hình

chữ nhật có tỷ số giữa cạnh đứng và cạnh nằm [ ] 2m
MN150σ,2,5

b

h == . Tính kích

thước mặt cắt ngang?

–

+

RA RBP2

P1

Nz 10KN

Mx

13KNm

1,5m 1,5m

C

y

xO

b

h

A B
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- Phân lực P làm hai thành phần
P1 = P cos 60o = 20.0,5 = 10 KN gây nén đoạn AC
P2 = P sin 60o = 20.0,866 = 17,32 KN gây uốn thanh

- Biểu đồ nội lực Nz và Mx như hình vẽ
- Mặt cắt ngang tại C là nguy hiểm nhất vì có Nz và Mx đều lớn nhất

KNm131,5
2

17,32
AC

2

P
M

KN10N

xmax

zmax

=⋅=⋅=

=

- Thanh bằng vật liệu dẻo, chịu uốn nén do đó dùng điều kiện bền để tính
+  Trước hết bỏ qua ảnh hưởng của nén, tính mômen chống uốn Wx của

mặt cắt ngang

[ ]
36

6

3
x

x m86,66.10
150.10

13.10

σ
M

W −==≥

+  Mặt cắt ngang là hình chữ nhật có
6

bh
w

2

x =

( ) 3
2

x b1,04
6

2,5bb
W ==⇒

+  Ta có: 1,04 b3 ≥ 86,66.10-6

m0,0435
1,04

86,66.10
b

6

=≥
−

+  Chọn b = 0,05 (chọn lớn hơn)

⇒ h = 2,5 b = 2,5 .0,05 = 0,125 m

- Kiểm tra độ bền uốn nén với mặt cắt vừa chọn

( )

[ ] 2
6

2
6

min

2

33

x

xz
min

m
N150.10σ

m
N101,5.10σ

6
0,1250,05.

13.10

0,05.0,125

10.10

W

M

F

Nσ

=<=

+=+=

- Thanh đảm bảo độ bền
- Vậy chọn kích thước b = 0,05 m; h = 0,125 m
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2. Kéo (nén) lệch tâm
a.  Định nghĩa

Thanh chịu lực tác dụng có phương song song với trục thanh nhưng không
trùng với trục thanh thì thanh đó chịu kéo (nén) lệch tâm.

b. Ứng suất
- Trường hợp lực P nằm trong mặt phẳng đối xứng của thanh: khi dời lực P

về tâm O, ta được thanh chịu nén đồng thời uốn phẳng.
+  Một lực P đặt tại O gây nén đúng tâm có Nz = P

+  Một ngẫu lực có mômen My = P.c gây uốn phẳng
- Trường hợp lực P không nằm trên các trục đối xứng của mặt cắt thanh:

khi dời lực P về tâm O, ta có: thanh chịu nén đồng thời uốn xiên.

+  Một lực P đặt tại O gây nén đúng tâm có Nz = P

+  Một ngẫu lực có mô men Mx gây uốn xiên Mx = P.OE

* Kết luận: Kéo (nén) lệch tâm là trường hợp đặc biệt của uốn phẳng đồng thời
kéo (nén)

⇒ Điều kiện bền và ba bài toán cơ bản: tương tự uốn phẳng đồng thời kéo (nén).

III. Uốn – xoắn đồng thời
1. Định nghĩa

Một thanh gọi là uốn – xoắn đồng thời khi trên mặt cắt ngang của thanh có
hai thành phần nội lực là mômen xoắn và mômen uốn (khi kể đến ảnh hưởng của
lực cắt Q do uốn thì có thêm thành phần lực cắt)

Ví dụ: Trục của bộ truyền bánh răng, bánh đai. Ở đây ta chỉ xét các
thanh có mặt cắt ngang tròn.

2. Ứng suất trên mặt cắt ngang

P

P

y
z

c

O

E
x

y

x

Mz
Mu

O

z
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a. Ứng suất pháp: do mômen uốn Mu gây ra có phương song song với

trục z và có giá trị lớn nhất là 3
yxu

u

u
max 0,1dWW  Wđó   trong

W

Mσ ====

b. Ứng suất tiếp: do mômen xoắn Mz gây ra nằm trong mặt cắt vuông
góc với trục thanh

u
3

o
o

z
max W20,2d  Wđó   trong

W

M ===

* Như vậy: tại một điểm bất kỳ trên mặt cắt của thanh vừa chịu uốn và xoắn sẽ
phát sinh đồng thời hai ứng suất pháp và tiếp (bỏ qua ứng suất tiếp do lực cắt yQ


gây

ra khi uốn). Theo thuyết bền về ứng suất tiếp lớn nhất

σtương đương
2
max

2
max 4τσ +=

(vì σ và τ vuông góc với nhau )
3. Điều kiện bền

[ ]σ
W

Mσ
x

tđ
tđ ≤≤

Mtđ : mômen tương đương

z
2
utđ MMM


+=

Mu : mômen uốn nội lực (Nm)
Mz : mômen xoắn nội lực (Nm)
Wx : mômen chống uốn (m3)

Từ điều kiện bền ta cũng có ba bài toán cơ bản về uốn - xoắn đồng thời.

y

x

MzMu

O

z

σmax

τmax
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	         3. Trạng thái ứng suất 
	Khảo sát biến dạng một thanh chịu lực kéo đúng tâm.
	Nếu coi biến dạng xảy ra bên trong thanh cũng như biến dạng quan sát được trên 
	mặt ngoài của thanh. Người ta đưa ra một số giả thuyết làm cơ sở để tính toán. Từ đó 
	nhận thấy nội lực phân bố trên mặt cắt ngang của thanh phải có phương song song với 
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	trượt và chỉ có ứng suất tiếp có phương vuông góc với bán kính đi qua điểm 
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	          –  Trên mặt cắt ngang của thanh chịu xoắn không có hiện tượng co hay 
	dãn dài nên nên không có ứng suất pháp.
	          –  Các mặt cắt ngang xoay trượt tương đối với nhau, thanh có biến dạng 
	trượt và chỉ có ứng suất tiếp có phương vuông góc với bán kính đi qua điểm 
	đang xét, phân bố dọc theo bán kính bất kỳ theo qui luật đường thẳng.
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